Erforschung des Korpers der 15-ten Einheitswurzeln
Fiir Gerrit vom Opa im Mdrz 2006
Der Korper der 15. Einheitswurzeln ist ein Erweiterungskorper des Korpers Q der rationalen Zahlen.
Ein Modell dieses Kreisteilungskérpers K;s wird erzeugt durch Hinzunahme eines Losungselements
&der inQ irreduziblen Gleichung x* —x’+x’ -x*+ x> —x + 1 =0 und aller unter Einbezug
rationaler Zahlen sich daraus durch Addition/Subtraktion und Multiplikation/Division ergebenden
Elemente. Damit gilt & =&’- &> +&*- &’ +£ -1 . Die Potenzen &" mit n> 8 kdénnen somit als
Summen aus Potenzen von & mit Exponenten n < 7 dargestellt werden. Wegen &' =1 und &" #1 fiir
1< n <14 gibt es nur 15 verschiedene Potenzwerte von § . Es sind die Nullstellen des Polynoms
x"—1= (x=1)( P+ Hx +1)(xx" +x°=x*+ x’—x +1) und damit alle 15-ten Einheitswurzeln.
In der Ebene der komplexen Zahlen liegen sie auf dem Einheitskreis an den Ecken eines regelméfigen
Fiinfzehnecks (Abb.1). Anhand der Winkelfunktionen sin und cos und der imagindren Einheit i mit
i?=-1 kann man sie durch ék = cos(k*24°)+ sin(k*24°) i , k=1,2,3,...,15, darstellen.
Die Nullstellen des in Q irreduziblen Faktors (x*+x+1) sind die primitiven 3-ten Einheitswurzeln, also
£ =c0s120° +sin120°i =% +%\3i, &'°=co0s240°+sin240°i =-% — %3
und die des in Q irreduziblen Faktors (x*+x’+x*+x +1) die primitiven 5-ten Einheitswurzel, also
E'= cos72°+sin72°i = 1/4 (~14V5) + 1/4V(10 +2¥5) i =~ 0,3090 + 0.9510 i,
£8= cosl144° +sinl44° i = 1/4 (~1-V5) + 1/4V(10 —25) i ~—0,8090 + 0.5878 i,
&= cos216° +sin216° i = 1/4 (~1—5) — 1/4N(10 -2V5) i ~—0,8090 — 0.5878 i,
£'? = c0s288° + sin288° i = 1/4 (~1+V5) — 1/4V(10 +2V5) i ~ 0,3090 —0.9510i .
Anhand der Potenzen von & hat man also Darstellungen fiir alle primitiven dritten und fiinften
Einheitswurzeln, sowie auch fiir die Zahlen & —£°=+3i und 2 (& +&% +1) =5 .
'
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Abbl. Potenzen der 15.Einheitswurzel in der komplexen Ebeng

Korperkonstruktion durch Adjunktion

Unser Modell des Zahlkorpers K;s wurde durch Hinzunahme der primitiven 15-ten Einheitswurzel &
zum Grundkorper Q konstruiert , indem man alle Linearkombinationen

a,8" + agl’ +ast’ + a&Has +a™+ a,& +ap aus den acht Basis-Elementen &, £°, €%, &%, &%, &7, ¢, 1
bildet, wobei die Koeffizienten a;,aq,as,a4,23,85,a1,8p der Linearkombinationen beliebig aus Q
entnommen wurden. Will man dies hervorheben, schreibt man K;s = Q(§) und sagt, der
Erweiterungskorper sei durch Adjunktion von & zu Q entstanden. Er ist der kleinste Zahlkorper,
iiber dem Grundkorper, der das neu hinzugenommene Element enthilt.

Schreibt man diese Linearkombinationen als ,,Achter (a;,as,as,a4,23,22,21,30) , S0 ist (0,0,0,0,0,0,0,0)
das Nullelement und (0,0,0,0,0,0,0,1) das Einselement des Grundkérpers Q und & = (0,0,0,0,0,0,1,0).



Potenzen von & " als Achter

N Achter n | Achter N Achter

0 oder 15 |(0,0,0,0,0, 0,0,1)

1 (0,0,0,0,0,0,1,0) 6 1(0,1,0,0,0,0,0,0) 11 (0,-1,0,0,0,0,-1,0)

2 (0,0,0,0,0,1,0,0) 7 1(1,0,0,0,0,0,0,0) 12 (-1,0,0,0,0,-1,0,0)

3 (0,0,0,0,1,0,0,0) g8 1(1,0,-1,1,-1,0,1,-1) 13 (-1,0,1,-1,0,0,-1,1)
4 (0,0,0,1,0,0,0,0) 9 1(1,-1,0,0,-1,1,0,-1) 14 (-1,1,0,-1,1,-1,0,1)
5 (0,0,1,0,0,0,0,0) 10 |(0,0,-1,0,0,0,0,-1) 15 (0,0,0,0,0,0,0,1)

Konjugierte Elemente

Neben x,= & sind die Elemente x,= &, x5= &%, x,= &, x5= &°, x¢=E'" x;=", x¢=£'* Losungen der
Gleichung x* —x"+x’ — x*+ x> —x + 1 =0, geniigen also der Formel x* =x"— x* +x*— x’+x - 1.
Anhand der Tabelle ldsst sich dies leicht kontrollieren. Die Elemente &, &% &* &7 & ¢! &" g
sind als Losungen der selben Gleichung einander konjugiert .

Unter den Zahlen 1,2,3,...,15 sind die Exponenten 2,4,7, 8,11,13,14 neben 1 die zu 15 teilerfremden
Zahlen. Somit sind x;, X, X3, X4 ,X5, X6, X7, Xg die primitiven 15-ten Einheitswurzeln. Thre Potenzen
erzeugen alle 15-ten Einheitswurzeln. Analog zu x; =& konnten Potenzen von x,, also x,) = 1,
Xy = éz, Xy’ = §4, Xy® = éé s X,' = ég, Xy = élo, X," = élz, Xy = é” , oder die von X3, X4,Xs,X6,X7, DZW.
xg als Basis zur Darstellung von Achter (as,a¢,as,a4,33,2,a1,89) dienen. Die Formel zur Reduktion
der Exponenten n > 8 bleibt dabei erhalten.

Automorphismen von K;;

Die Ersetzung von x, = & durch x, = &* bewirkt eine Abbildung unter den Achtern, die mit der
Addition als auch mit der Multiplikation in K;s vertriglich ist: Das Bild einer Summe ist gleich der
Summe der Bilder und das Bild eines Produkts gleich dem Produkt der Bilder ist. Die Achter
(0,0,0,000,00,0,0,a0), die fiir Zahlen aus Q stehen, werden dabei identisch auf sich abgebildet. Das
Ersetzen von x,= & durch x, =&’ ist damit ein Automorphismus von K,s . Wir schreiben ihn hier o, .
Das Ersetzen von x; =& durch x;=&"* also auch das von x; =& durch x,=& oder £8, &' ,",e"
sind entsprechend Automorphismen von K;s, die wir 64, 67,05 ,G11 ,013 bzw. G4 schreiben. Jeder
dieser Automorphismen ist durch die Permutation unter den acht konjugierten Wurzeln &, &7, &*, &,
gt el g " die er bewirkt, charakterisiert.

Zweimalige Anwendung von o, auf &, kann als Potenzieren von & mit 16 betrachten werden , denn
04(04(8)) = 04(E") = ()" = £'° , und das ist hier wegen &'° = £ gleichbedeutend mit der identischen
Abbildung. Wir schreiben dies o,”=1id . Entsprechendes gilt fiir die zweimalige Anwendung von o,
oder 4. Die Hintereinanderausfiihrung von 6; nach o, ergibt bei analoger Betrachtung ein
Potenzieren mit 28 . Wegen £ = &' fiihrt dies zu 67 64 =03 .

Neben den betrachteten Automorphismen und der identischen Abbildung o, =1id, erlaubt K4
keine anderen mit der Addition und Multiplikation vertrdglichen Abbildungen auf sich.

Gruppen von Automorphismen

Die acht Automorphismen id, 6,, 64, G; O, Gy, O13, G14 bilden beziiglich der
Hintereinanderausfithrung die Galois sche Gruppe G des Korpers K;s iiber dem Grundkorper Q . Sie
ist kommutativ, jedoch nicht zyklisch. Die Hintereinanderausfithrung von Automophismen erfolgt
gemil folgender Tabelle:

id o) O4 Os o, Gi1 |03 | O Die Elemente G4, 61, 614 haben die Ordnung 2 ,
o, o, |og |id o |07 |on |on d.h. zweimalige Ausfiihrung ergibt die Identitét
o os |id |o, |oi |ow |o7 |op | 14, die Elemente G2, 67, Gy, 013 haben diq
oy Id |o, |os |oy |os |6 |os O.rdnung.4“, dh viermalige Ausfithrung ergibt
id die Identitdt id . AuBer der Gruppe G und der

O7 Ci4 [O13 |Cuii |C4 |Gy |1 O3 .. . . .
o o o o . d o . trivialen Untergruppe Giq ={id} gibt es drei

= z 14 = : dz : . Untergruppen mit 2 Elementen:
c c c c c o) c ; . .

= M ! 14 8 4 . 2 Gy :{ld, 04}, Gu:{ld, 011}, G14:{1d, 014} 5
ciu |oi |on |or Jog |ou |op |id

und drei mit 4 Elementen: Gyus ={id, 6,064,065 }, G713 ={id, 07, 04, 013}, Gr1ansa=1{1d, G11, C4, C1a} .
Andere Untergruppen gibt es in G(K;5s) nicht.



Fixkorper der Untergruppen

Die Menge der Elemente von K;s= Q(§), die durch die Automorphismen einer Untergruppe U von G
auf sich abgebildet werden, bilden einen Unterkorper Fy von Q(§) . Ist eine Untergruppe U
Teilmenge einer Untergruppe V, so umfasst der Fixkorper von U den Fixkorper von V. Der Verband
der Untergruppen von G, d.h. die Untergruppen von G in Bezug auf die Teilmengenrelation <,
entspricht somit dem Verband der Fixkorper von Q(§) in Bezug auf die Obermengenrelation o .

Verband der Untergruppen Verband der Fixkorper zu den Untergruppen
Ga — G Fos --- Faous

Guc—- Gn Gz <G Q) =-Fan Forans -2Q
G14 - G11/4/14 FGI4 - FGll/4/14

Darstellung der Fixkorper als Erweiterungen von Q durch successive Adjunktion
Fous = Q(\/-15) c Faq =FG2/4/8(\/5)
Forans = Q(\/-3) c Faq =FG7/4/13(\/5)
Fas :F611/4/14(\/'3)
Foruana = Q(\/5) c - Fon :FGII/4/14(\/('10+2\/5)) c Q©®= FGII(\/‘?’)
Foia = Foiana(V(30-6Y5)) < Q) = Fau(\-3)

Q(&) = Fau(N(-10+2V5))

N

Die Ubereinstimmung FG2/4/8(\/5) = Fc,7/4/13(\/5) = FG11/4/14(\/-3) ergibt sich aus (\/—3) (\/5) =+-15 s
die von Fgs(V(-10+2V5)) = Fg11(N-3) = Fis(V-3) aus (V-3)(V(-10+2V5)) = (V3 i )(V(10-2V5) i)
= —\(30-6V5)) . Eine Schreibweise wie V-3 =3 i darf hier jedoch nicht so verstanden werden, dass
neben V-3 auch beide Faktoren V3 undi in Q(&) liegen. Ferner ist Fg7415= K5 und Fgi =Ks .
Das den Korper Q(€) erzeugende Element hat im Koper Kjs = Q(\N5)(V-3)(N(-10+2V5)) folgende
Darstellung: & 1/8(1+V5 + V(30 —6V5)) + 1/8(N-3 +V-15 — (-10+2V5))

= 1/8(1+V5 +V(30 —6V'5)) + 1/8(\3 +V15 = V(10 —2V5)) i

= c0s24° +sin 24°i =~ 0,9135+0,4067 i .
Konstruktion der Erweiterungen
Fciiuns = Q(‘I5 )
Durch idund 64, 61, , 614 werden die Summen 1 =& +&*+ &' +£!* und n’= &> +&" + 8+ neben
den Zahlen aus Q identisch auf sich abgebildet, denn die Summanden werden bei Anwendung von id,
o4, 611 oder 614 auf 1 bzw. 1 nur vertauscht, beispielsweise ist oy (E+E+E%ER) = £h+eP+e2+e7
Zudem werden bei Anwendung von G, , 67, Gg, 014 die Summen einander vertauscht.
Nunist ntn’ =&+ +e8 +e7+£"+£ +£ =1, denn es ist die Summe aller Nullstellen des
Polynoms x* —x"+x’ -x*+ x> —x + 1, zudem ist das Produkt n n’= (E+&* +&' +&') (&2 +&° + £7+ED)
=28 +6°+ &7+ + (+EHE +ER +ET+E M +EP+E ) =2 +1 =—1 , denn & +E°+ &7 +E" ist die
Summe aller Nullstellen des Polynoms x* +x” +x* +x +1. Damit sind n und 1’ die Losungen der
Gleichung x*—x-1=0. Alsoist n="% (1+V5), 1’ =% (1-V5) und n-n’=+5 .
Durch die Elemente von Gqy/414={id, o011, 04, G14} werden somit alle Zahlen der Form a +b V5 auf
sich abgebildet, wobei a, b beliebe rationale Zahlen aus Q sind. Diese Teilmenge in der Menge der
Achter ist beziiglich der Addition/Subtraktion und Multiplikation/Division abgeschlossen und bildet
ein Modell des Zahlkdrpers Q(WIS) . Also ist Fgiiuns = Q(‘lS ). Dies ist der kleinste Korper im
Korper der reellen Zahlen, der V5 enthilt.

Feaus= Q(-15)

Die Summen n = & +&> + &' +&° und n’=¢& +&" + &Y +£' sind invariant unter id, o, , 65 und oy .
Zudem werden bei Anwendung von G;, Gy;, Gy3, 014 die Summen einander vertauscht.

Esist n+tn’ =1 und nn’= (E+&* +&* +&%) (&7 +&" + £+E!*) = 4 | wobei man nach dem
Ausmultiplizieren benutzt, dass die Summe 1+&+&+&°+&* +&7+. +&*+&1 +£! aller 15-ten als auch
die Summe 1+&+&'° aller dritten Einheitswurzeln gleich Null ist. Damit sind n und n’ die
Losungen der Gleichung x*—x +4=0, also n="% (1+V-15), 1’ =% (1-V-15) und damit dann
n-n’ = \-15 . Folglich ist Fayus=Q(M)=Q(-15) . Dies ist der kleinste Korper im Korper der
komplexen Zahlen, der V-15 enthilt.



Feranz= Q(‘I—3)

Die Summen 1 = & +&* + &' +£" und n’=&>+E%+ &' +£" sind invariant unter id, 67, 6, und oy, .
Zudem werden bei Anwendung von G, , Gs , G, 613 die Summen einander vertauscht.

Es ist n+n’= 1 und n n’= (&+&* +&7 +&") (&2 +° + £''+£"%) = 1, wobei man nach dem
Ausmultiplizieren benutzt, dass die Summe 1+&° +£° +&°+&'2 aller 5-ten Einheitswurzeln gleich Null
ist. Damit sind nund 7’ die Lésungen der Gleichung x*—x +1=0, also n="% (- 1+V-3), n’ =
o (—1- \/—3) und damit dann n-n’ = V-3 . Folglich ist Fg7413=Q(n) = Q(-3 ). Dies ist der
kleinste Korper im Korper der komplexen Zahlen, der V-3 enthilt. Man erkennt, dass alle dritten
Einheitswurzeln in ihm liegen .Man kann K3 = Fg74/15  schreiben.

Fcis =FGiiana (‘I(30 —6‘I5) = Q(‘IS)(‘I(30 —6‘/5)

Durch idund 6,4 werden die Summen m; =& +£" und n,= &' +£'" neben den Zahlen aus Q und
Fgi1/414 identisch auf sich abgebildet, denn die Summanden werden bei Anwendung von o4 auf 1,
bzw. m, lediglich vertauscht. Zudem werden bei Anwendung von o4, 6;; die Summen einander
vertauscht. Nun ist hier n;+m, =% (1+V5) und nino=(E +EM)(E 4! = & +£"0+8% +£12 =
Vs (=1 +V3 i)+ ¥ (=1 V3 §) + Y (=145 + N(10+2V5) i )+ Y4 (—1+V5 —N(10+2V5) i) = ¥ (=3 +V5),
wobei die Darstellungen in der komplexen Ebene von & und &' als dritte Einheitswurzel und
von & und &% als 5-te Einheitswurzeln benutzt wurden.

Die Zahlen 1, 1, sind die Losungen der Gleichung x* — ¥4 (1+V5) x + % (-3 +V5)=0.

Also ist = Y4 (145 + N30 —=6V5)) , 1, =% (1+V5 — V(30 —6V5)) und 2(11—12)= V(30 —6V5) .
Durch die Elemente von Gi4={id, 614} werden alle Zahlen der Form ¢ + d V(30 —6V5) auf sich
abgebildet, wobei c, d Zahlen aus Q(\/S ), also von der Form a +bV5 mita ,baus Qsind.

Diese Teilmenge in der Menge der Achter ist beziiglich der Addition/Subtraktion und
Multiplikation/Division abgeschlossen und bildet ein Modell des Zahlkérpers Q(V5)( V(30 —65).
Es ist der Fixkorper der Untergruppe Gy . Er ist der kleinste Korper im Korper der reellen Zahlen,
der V5 und V(30 —6V5) enthilt. Seine Elemente sind Linearkombinationen der Form

a+b V5 +c V(30 —6V5) + d V5 V(30 —6V5) mit a, b, c,d aus Q.

Feir = Ferana V(=10 +2V5)) = Q(V5)(V(=10 +2V5))

Die Summen 1, =& +&'" und n,= &' +&'"* sind invariant unter id und o, , neben den Zahlen aus Q
und aus Fg1y414 = Q(V5).  Zudem werden bei Anwendung von o, , 614 die Summen einander
vertauscht. Wegen 1;+ 1> = % (I+V5)und mym, = (€ +&") (&' +&") =2+ &+ =1 sind die
Zahlen 1, 1, die Losungen der Gleichung x* — % (1+V5) x + 1 = 0 . Demnach ist unter Beachtung
der Lage auf dem Einheitskreis 1= % (1+V5 — V(=10 +2V5)) = cos(-36°) + sin(-36°) i und

M2 = Y% (145 + V(=10 +2V5)) = cos(36°) +sin(36°) i sowie 2(M—11)= V(=10 +2V5) .

Fou= Q(\/S)(\/(—IO +2\/5)) ist der kleinste Korper im Korper der komplexen Zahlen, der die Zahlen
V5 und V(=10 +2V5) enthilt.

Die Quadrate 1,% = (% (1+V5 — V(=10 +2V5))* = cos(=72°) + sin(~72°)i und

N =Y (1+V5 +\(=10 -1-2\/5)))2 = ¢c0s(72°) + sin(72°)i sind primitive fiinfte Einheitswurzeln und
die Zahlen —n; und —m, primitive 10-te Einheitswurzeln.

Fgi11 enthilt alle fiinften Einheitswurzeln und damit den Korper Ks aller fiinften Einheitswurzeln .
Umgekehrt, Ks enthdlt mit dem Negativen der 5-ten Einheitswurzeln alle 10-ten Einheitswurzeln ,
insbesondere also die Zahlen 1;, 1, und somit den Korper Fgi; . Demnach ist Fg; = Ks =Ky .

Fgy = FG11/4/14(‘I—3) = Q(‘IS)(‘I—?’)

Die Summen 1, =& +&* und n,= &' +£'* sind invariant unter id und o4, neben den Zahlen aus Q
und aus Fgy414 = Q(N5). Zudem werden bei Anwendung von o1, , 614 die Summen einander
vertauscht. Wegen 1;+ 1, = % (14+V5)und 1, = (& &) (g +E*) =2+ 2+ = 15 3+V5) sind
die Zahlen ;> die Losungen der Gleichung x> — Y% (1+V5) x +1% (3+V5) =0.



Also ist ;=Y (1+V5 +(-18 —6\/5)) , M=% (1+V5 —\(~18 —6V/5) und zudem ergibt sich nach
leichter Rechnung 2(n;—,)= ‘l(—18 —6‘/5) = (1+\/5) \-3.

Damit ist Fgs = Q(V5)(V(~18 —675)) = Q(V5)(N-3) . Es ist er kleinste Korper im Korper der
komplexen Zahlen, der die Zahlen V5 und (-=3) enthilt. Er besteht aus allen Linearkombinationen
a+bvV5 +cV-3 +d V-15 mit Koeffizienten a, b, ¢, d aus Q.

Fos = Farus(V3) = Q-3)(V5)

Die Summen m; =& +&* und n,= & +£" sind invariant unter id und o4 , neben den Zahlen aus Q
und aus Fg7413 = Q(N-3). Zudem werden bei Anwendung von o7, 613 die Summen einander
vertauscht. Wegen 1+ 1, = % (1-V=3) und 1 n2 = (& +&9)( &7 +£%) =14 (1 V-3) sind die Zahlen
M. M, die Losungen der Gleichung x* — % (1+V=-3) x + % (1-V-3) =0.

Dies ist eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten. Zur Losung ist die Quadratwurzel
aus einer komplexen Zahl zu bestimmen. Das erfolgt nach folgender Formel:

w=1(ati b)= +%\2 (sign(b) V(a +V(@*+b})) +i V(a +V(a*+b%)) ,

denn damit ergibt sich w*= a+1i sign(b) [b] mit [b]=\b" .

Man findet so die Losungen 1, = % (1475 + V=3 (1+V5)) und m, = V4 (1-V5 — V=3 (1+V5)).

Damit ergibt sich auf diesem Weg Fgs = Fc,7/4/13(\/5) = Q(\/—3)(\/5) . Auch er besteht aus allen
Linearkombinationen a +b V5 +¢ V-3 +d V—15 mit Koeffizienten a,b,c,d ausQ .

Fgs= FG2/4/8(‘I—3) = Q(‘I—l 5)(45)

Die Summen 1, =& +&* und n,=& +&* sind invariant unter id und o4, neben den Zahlen aus Q
und aus Fgyss = Q(N=15). Zudem werden bei Anwendung von o4, o5 die Summen einander
vertauscht. Wegen 1+ 2= % (I4+\N=15) und m1m, = (§ +&H)( &2 +&% = & +£°+ &7 +&2 = —1
sind die Zahlen 1, 1, die Losungen der Gleichung x* — % (1+V-15)x —1=0..

Auch dies ist eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten.

Thre Losungen sind 1; = % (14V5 + V=15 +v-3 ) und m, =% (1-V5 + V=15 —-3).

Auf diesem Wege ergibt sich  Fgs = Faous(V5) = Q(N=15)(V5) . Auch er besteht aus allen
Linearkombinationen a +b V5 +¢ V-3 +d V—15 mit Koeffizienten a,b,c,d ausQ .

Kis = Faiu(V-3) = Q(5)(V(30 -6V5))(V-3)

Die Zahlen & und &'*= 1/¢ werden durch o4 lediglich vertauscht und sind die Nullstellen des
Polynoms (x — &)(x — &) = x* — ({+&'x + 1, also die Losungen der Gleichung x*—bx+1=0
mit b= & +&" =14 (1+V5 + V(30 —=6V5)) , gemiB obigem bei Fg 4 .

Fiir die Losungen £="%b+V(%b*—1) und &"=%b—(%b*—1) ergibt sich nach etwas
Rechnung anhand von  b*= 1/16 (36 — 4V5 + 2(1+V5) V(30 —=6V5)) und

AbBT—4) = 1/8V (28— 45 +2(1+V5) V(30 —6V5)) = 1/8 V (28+ 4V5 —2(1+V5) V(30 —6V5)) i
zundchst & = 1/8(1+V5 + V(30 —6V5)) +1/8 V(28 + 45 — 2(1+V5)V(30-6V5)) i
und iiber V(+28 + 4V5 — 2(1+V5N(30-6V5)) = V3 +V15 — V(10-2V5) (*)

schlieflich & = 1/8(1+V5 + V(30 —=6V5)) +1/8 (V3 +V15 —(10-2V5)) i
= 0s24° +sin 24°i ~0,9135+ 0,4067 i .

Der Kérper Kjs zeigt sich auf diese Weise als die Erweiterung von Fg1s = Q(V5)(V(30 —6V5) durch
Adjunktion der imaginiren Zahl 8(¢-&'*)= (V-3 +V-15 —V(=10+2V5)) .

Aus (V-3 +V-15 = V(-10+2V5)) = (V-3)(1+V5 — \(10-2V5)/3)) = (N-3) (1+V5 — 1/3V(30-6V5)) ergibt
sich, dass mit 8(E~£'*) auch V-3 Element der Erweiterung ist .

Also kann man ihn auch durch K5 = Q(5)(V(30 —-6V5)(N-3 ) darstellen..

In dieser Darstellung besteht K;s aus allen Zahlen der Form e+ e, (\/—3) , wobel e, €, aus Fgis
sind, also von der Form e, = f;; + fn\/(SO —6\/5) =1+ 1 \/(30 —6\/5) mit

fii=a, +a2\/5, fi,=a; +a4\/5, £ = as +a6\/5, £ =ay +a8\/5, wobei a; ,a,,a;3,a4, as ,a6, a7,ag aus Q.
Es ist eine Darstellung von K5 durch Linearkombinationen iiber Q, deren Basiselemente die acht
Zahlen 1, V5, V(30 —6V5) , V5 V(30 —6V5) , V=3 , V=15, V=3 V(30 —=6V5), V15 V(30 —6\'5) sind .



Kis = Fau(V-=3) = Q5N (=10+2V5)(V-3)

Die Zahlen £ und &'' werden durch o, lediglich vertauscht und sind die Nullstellen des Polynoms
xX-E)x—&N=x"—(C+&Mx+E%= x*+&°x+&", denn & ,&" sind die primitiven dritten
Einheitswurzeln, also & = £'° &5=15 (-1 3 1i) &, "' =& =15 (13 i) &°, (+g" =—¢ .

&8 =1/4 (~1-V5) + 1/4J(10 —2V5) i ist eine primitive 5 Einheitswurzel.. Damit ist.

€= 1/8 (-1 31) (15 + (10 -2V5) i)

1/8 (1 +V5 + V(30 —6V5) + (V3 +V15 (10 2V5)) i)

= 1/8 (1 +V5 + V(30 —6V5) +1/8 (V3 +V15 —V(10 2V5)) i

Kis = Fos (V-10+2V5)) = Q(5) (N-3)(V(-10+2v5))
Die Zahlen & und &* werden durch o, lediglich vertauscht und sind die Nullstellen des Polynoms
x—E)x—EHY=x"—((+EHx + &, wobei & =cos120°+sinl20°i = Y% (~1+V3 i) eine primitive
dritte Einheitswurzel.
Zudem ist ¢+ &' = c0s36° *c0s96° + (sin24° + sin96°) i
=2 ¢0s60° cos(-36°) + 2 sin60° cos(-36°) i
2 ¢0836° (% (1 V3 i) ) =2 c0s36° (cos60° + sin60° i )
also V4 (L +EYN = c0s’36° (cos120° + sinl120° i) = cos’36° & .
Aus — &’ = c0s36° +5sin36°i ergeben sich die Werte
c0836° = V4 (1+V5) , sin36° = Y% (10-2V5) sowie cos’36° = 1/16(6+2V5 ), sin®36° = 1—cos’36° .
Die Losungen der quadratischen Gleichung x* — ((+&%)x + & =0 sind damit
Xip = Y% (C+EY) £ V((cos®36° —1) £7)

= Vs (C+EY) £ sin36° V-€°

= Vs (C+EY) £ sin36° V(cos300° + sin300° i )
Vs (C+E") £ sin36° (cos150° + sin150° i)
c0836° (% (143 i) + % V(10-2V5) (-%4V3 + i)

= 1/8 (1-+V5)(1+V3 i) + 1/8 V(30—-6V5) + 1/8 V(10-2V5) i

= 1/8 (1+V5 £V(30-6V5) ) + 1/8 (V3 +V15 +V(10-2V5)) i
Aus einer Vorzeichenbetrachtung folgt
£ = 1/8 (1+V5 +V(30 —65) + 1/8 (V3 +V15 (10 —2V5)) i

Konstruktion von & mit Zirkel und Lineal, Konstruktion eines regelmifligen 15-Ecks.

Mit Zirkel und Lineal sind aus einer gegebenen Strecke OE Vielfache und Teile von OE als auch
Senkrechte durch bereits konstruierte Punkte, insbesondere auch die zu 1 = OE gehdrige imaginére
Einheit i konstruierbar, zudem durch Schnitt von Kreisen mit konstruierten Strecken als Radien um
konstruierte Punkte als Zentrum die Losungen von quadratischen Gleichungen mit Koeffizienten aus
konstruierten Strecken.

Die Darstellung & = 1/8(14V5 + V(30 —6V5)) +1/8 (V3 +V15 —\(10-2V5)) i der primitiven 15-ten
Einheitswurzel & = cos24° + sin 24° i zeigt, dass sie durch Quadratwurzeln aus 3, 5, 15, 30 —6V5 ,
und 10-2V5 in der von OE und i aufgespannten Ebene darstellbar sind . Also sind sie mit Zirkel und
Lineal {iber die Losungen der betreffenden quadratischen Gleichungen zu konstruieren..

Die komplexe Zahl &= co0s24° + sin 24° i markiert in der komplexen Ebene die erste Ecke des
regelméBigen 15-Ecks, wenn man OE im Gegenuhrzeigersinn um 24° dreht. Durch Antragen weiterer
Winkel von 24° erhidlt man die iibrigen Ecken. An der Darstellung von § ist erkennbar, mit welchen
Schritten die Konstruktion von & zu bewerkstelligen ist.

Der Winkel 24° ist die Summe aus einem Viertel von 60° und einem Achtel aus 72° . Auf diesem
Wege war bereits den Griechen des Altertums die Konstruktion des regelméfigen 15-Ecks mit Zirkel
und Lineal anhand der Methoden zur Konstruktion von regelméfigen 5-Eckes und 6-Ecks bekannt.

Seitenlinge des regelmifligen 15-Ecks im Einheitskreis: s =1 V(7 -5 — V(30-65)) .
Man bestitigt dies, indem man mit dem Ansatz % s = ¥4 V(7 —\5 — V(30-6V/5)) = sin12° wie folgt
rechnet: c0s12° =\(1- sin’12°) = V4 \ (9+V5 +V(30-6V5)) , also



0824° = c0s?12° — sin?12° = 1/16 (2+25 + 2Y(30 — 6V5)) = 1/8(1+V5 + V(30 —6V5)) ,
sin24° = 2sin12° cos12° = 1/8 V(28 +4V5 —2(1+V5)V(30-6V5)) = 1/8 (V3 +V15 — (10-2V5)) nach (*).

Hauptsatz der Galois’schen Theorie

Alle Elemente, die unter den Automorphismen einer Untergruppe von G fix bleiben, bilden einen
Unterkorper in K;5 und umgekehrt gibt es zu jedem Unterkdrper von K5 eine Untergruppe in G.
G, ist die Galois’sche Gruppe der Erweiterung FG4(‘/(—10+2‘/5)) .

G ist die Galois’sche Gruppe der Erweiterung Feu(V-3)

G4 ist die Galois’sche Gruppe der Erweiterung Fg4 (-3)

Die Faktorgruppe von G/G4 ist die Galois’sche Gruppe von Q(‘/S)(‘/—3)
Die Faktorgruppe von G/G; ist die Galois’sche Gruppe von Q(5)(V(-10+2v5))
Die Faktorgruppe von G/Gy, ist die Galois’sche Gruppe von Q(5)(V(30-6V5))

Gyys ist die Galois’sche Gruppe der Erweiterung Fgays (V5)(N(=10+2v5))
Gr4n3 ist die Galois’sche Gruppe der Erweiterung Fgr/4113 (V5)(N(=10+2v5))
Gi14n4 ist die Galois’sche Gruppe der Erweiterung Fgi1/4114 (V=-3)(N(=10+2+5))

Die Faktorgruppe von G/Gyys ist die Galois’sche Gruppe von Q(-15)
Die Faktorgruppe von G/Gr13 ist die Galois’sche Gruppe von Q(-3)
Die Faktorgruppe von G/Gq14n14 ist die Galois’sche Gruppe von Q(5).

Aussagen zum Grad der erzeugenden Gleichungen:

G hat 8 Elemente <==> K5 wird iiber Q durch die Losung einer Gleichung 8.Grades erzeugt.

Die Koeffizienten der Gleichung sind aus Q .

Gi4 hat 2 Elemente <==> K5 wird iiber Fg14 durch die Losung einer Gleichung 2.Grades erzeugt .
Die Koeffizienten der Gleichung sind aus Fgy4 = Q(5)(V(30 —6V5).

Die Faktorgruppe von G/Gy4 hat 4 Elemente <==> Fg4 wird iiber Q durch die Losung einer
Gleichung 4.Grades erzeugt . Die Koeffizienten der Gleichung sind aus Q.

G114n4 hat 4 Elemente <==> K5 wird {iber Fg11/414 durch die Lésung einer Gleichung 4.Grades
erzeugt . Die Koeffizienten der Gleichung sind aus Fgi1/4114 = Q(‘/S) .

Die Faktorgruppe von G/Giya14 hat 2 Elemente <==> Fg4 = Q(5) wird iiber Q durch die Losung
einer Gleichung 2.Grades erzeugt.

Analoge Aussagen hat man fiir G4 in bezug auf Fg4 sowie fiir Gy; in bezug auf Fgyq .

Gleichung fiir alle Einheitswurzeln in K5, Zerfillungskorper

Jedes 12-te Einheitswurzel ist eine Nullstelle des Polynoms x"”—1 .

Dies Polynom ist das Produkt folgender irreduziblen , d.h. in Q nicht weiter zerlegbaren Polynome:
Ql=x-1, Q3=x*+x+1, Q5=x*+x*+x*+x+1, Ql5=x*x"+x’ x*+x*=x+1 .

Die Nullstellen dieser Polynome sind primitiven Einheitswurzeln der Ordnung 1, 3, 5, bzw.15.

Die Ordnungen der Einheitswurzeln sind die Teiler von 15. Daraus ergibt sich

x"~1 = QI*Q3*Q5*Q15, denn die 15-ten Einheitswurzeln sind genau jene, die einen Teiler von
15 als Ordnung haben.

Das Produkt Q3*Q5*Q15= (x"-1)/(x-1) = x" +x"+x"? +x"" +x'* +x"+x® +x"+x°+x° +x*+ x* +x% +x+1
hat im Grundkdrper Q keine Nullstelle, zerféllt jedoch in K;s vollstindig in Linearfaktoren.

Der Korper K5 ist der kleinste Zahlkérper iiber dem Grundkérper Q, in welchem das Polynom x'>-1
vollstdndig in Linearfaktoren zerfillt. K;sist durch diese Eigenschaft strukturell bestimmt. In dieser
Sicht nennt man K;s den Zerfdllungskorper von x"° —1 {iber Q.

Gleichung fiir erzeugenden Elemente der Erweiterung K;s= Q(&)

Die Gleichung 8.Grades fiir erzeugende Elemente eines Modells des Korpers K;s {iber Q ist
x* x"+x° x*+ x* =x + 1 =0 . Sieist die in Q irreduzible Kreisteilungsgleichung fiir 15-te
Einheitswurzeln . Thre Losungen sind &, &2 &* &® &7 g'' gV g



Gleichungen fiir erzeugenden Elemente des Unterkorper Q(5)
x*—x -1 =0 mit den Lésungen 1 ="% (1+V5), n° =% (1-5)

x*—5 =0.mit den Losungen sind + (-n’) = +\5

Gleichungen fiir erzeugenden Elemente des Unterkorper Q(-3)

x> +x +1 = 0 mit den Losungen e;= % (-1 + V3i), e’=%(-1-V31)
x> +3 =0. mit den Losungen sind + (e3—e3’) = +-3 .

Gleichungen fiir erzeugenden Elemente des Unterkorper Q(es) = Q(\/S)(\/—(10+2‘/5))
x*+x* +x% +x +1 = 0 mit den vier Losungen es= Y (-1+V5 + \/(10+2\/5) i)
oder x*—5 =0 iiber Q und dann x*+ (10+2\/5) = 0 iiber Q(\/5



