Erforschung des Korpers der 12-ten Einheitswurzeln
Fiir Gerrit vom Opa im Februar 2006

Der Korper der 12. Einheitswurzeln ist ein Erweiterungskorper des Korpers Q der rationalen Zahlen.
Ein Modell dieses Kreisteilungskérpers Ky, wird erzeugt durch Hinzunahme eines Losungselements
Eder inQ irreduziblen’ Gleichung x*—x*+ 1=0 und aller unter Einbezug rationaler Zahlen sich
daraus durch Addition/Subtraktion und Multiplikation/Division ergebenden Elemente.
Es gilt &' =& -1 und damit £°=¢*-&>=-1 also £'>=1. Nach diesen Formeln konnen Potenzen &"
mitn >4 als Summen aus Potenzen von & mit Exponenten n < 3 dargestellt werden. Wegen &'>= 1
gibt es nur 12 verschiedene Potenzwerte von & . Man nennt sie 12-te Einheitswurzeln.
In der Ebene der komplexen Zahlen liegen diese Potenzwerte von & auf dem Einheitskreis an den
Ecken eines regelméBigen Zwolfecks (Abb.1) .
Anhand der Winkelfunktionen sin und cos und der imaginiren Einheit i miti*=-1 kann man sie
durch ék = cos(k*30°)+ sin(k*30°) i , k=1,2,3,...,12, darstellen.
Speziell ergibt sich: £ = 4 3+ %i, =i, &=+ V3 i, und damit z.B. 286-8 = \3 .
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Abbl: 12-te Einheitswurzeln in der komplexen Zahlenebene

Korperkonstruktion durch Adjunktion

Unser Modell des Zahlkorpers K;, wurde durch Hinzunahme der primitiven 12-ten Einheitswurzel &
zum Grundkérper Q konstruiert , indem man alle Linearkombinationen a&’ + b&” +c& +d aus den
vier Basis-Elementen §3 s éz, €, 1 bildet, wobei die Koeffizienten a, b, ¢, d der Linearkombinationen
beliebig aus Q entnommen wurden. Will man dies hervorheben, schreibt man K, = Q(§) und sagt,
der Erweiterungskorper sei durch Adjunktion von & zu Q entstanden. Er ist der kleinste Zahlkorper,
iiber dem Grundkorper, der das neu hinzugenommene Element enthilt.

Schreibt man diese Linearkombinationen als ,,Vierer (a,b,c,d), so ist (0,0,0,0) das Nullelement und
(0,0,0,1) das Einselement des Grundkorpers Q und z.B. (1,0,0,0) =i sowie (-1,0,2,0) = V3.

Potenzen von & " als Vierer

N Vierer n | Vierer N | Vierer

0 oder 12 |(0,0,0,1)

1 (0,0,1,0) 5 [(-1,0,1,0) 9 |[(-1,0,0,0)
2 (0,1,0,0) 6 |(0,0,0,-1) 10 {(0,1,0,-1)
3 (1,0,0,0) 7 1(0,0,-1,0) 11 |(1,0,-1,0)
4 0,-1,0, 1) 8 1(0,-1,0,0) 12 {(0,0,0,1)

' Eine Gleichung p(x)=0 heiBt irreduzibel in Q , wenn das Polynom p(x) in Q nicht in Faktoren zerlegbar ist.



Konjugierte Elemente

Neben x,= & sind die Elemente x,= &, x;= &/, x,= &'' Losungen der Gleichung x*—x*+1=0,
geniigen also auch der Formel x*=x”-1. Anhand der Tabelle ldsst sich dies leicht kontrollieren.
Die Elemente &, &%, &, &' sind somit als Losungen der selben Gleichung einander konjugiert .
Unter den Zahlen 1,2,3,...,12 sind die Exponenten 5, 7, 11 neben 1 die zu 12 teilerfremden Zahlen.
Somit sind x;, X,, X3, X4 die primitiven 12-ten Einheitswurzeln. Ihre Potenzen erzeugen alle 12-ten
Einheitswurzeln. Analog zu x; = § konnten Potenzen von X, , also X! = 1,x,' = Ef, Xy’ = g, Xy® = éz
oder die von X3 bzw. x4 als Basis zur Darstellung von Vierer (a,b,c,d) dienen. Die Formel zur
Reduktion der Exponenten n >4 bleibt dabei erhalten.

Automorphismen von K;,

Die Ersetzung von x; = & durch x, = & bewirkt eine Abbildung unter den Vierern, die mit der
Addition als auch mit der Multiplikation in K;, vertrdglich ist: Das Bild einer Summe ist gleich der
Summe der Bilder und das Bild eines Produkts gleich dem Produkt der Bilder ist. Die Vierer (0,0,0,d),
die fiir Zahlen aus Q stehen, werden dabei identisch auf sich abgebildet. Das Ersetzen von x;= &
durch x, =& ist damitein Automorphismus von K,, . Wir schreiben ihn hier o; .

Das Ersetzen von x; =& durch x;=& also auch das von x, =& durch x,=&'" sind entsprechend
Automorphismen von Kj,, die wir o; bzw. oy, schreiben. Jeder dieser Automorphismen ist durch die
Permutation unter den vier konjugierten Wurzeln &, &°, &/, &'' | die er bewirkt, charakterisiert.
Zweimalige Anwendung von o5 auf &, kann als Potenzieren von & mit 25 betrachten werden , denn
o5(05(8)) = 05(&”) = (&)’ = &% , und das ist hier wegen & = £ gleichbedeutend mit der identischen
Abbildung. Wir schreiben dies os” =1id . Entsprechendes gilt fiir die zweimalige Anwendung von o,
oder oy; . Die Hintereinanderausfithrung von o7 nach o5 ergibt bei analoger Betrachtung ein
Potenzieren mit 35 . Wegen £ =¢'! fiihrt dies zu o7 65 =0y, .

Neben den betrachteten Automorphismen und der identischen Abbildung o, =id, erlaubt K;,
keine anderen mit der Addition und Multiplikation vertrdglichen Abbildungen auf sich.

Gruppen von Automorphismen

Die vier Automorphismen id, o5, o7, o1, bilden beziiglich der Hintereinanderausfithrung die
Galois’sche Gruppe G(K;,) des Korpers K, tiber dem Grundkorper Q . Sie ist kommutativ, jedoch
nicht zyklisch. Die Hintereinanderausfithrung von Automophismen erfolgt gemél folgender Tabelle:

id o5 |o; |oy | Jedes der Elemente o5 67 oy, hat die Ordnung 2 , d.h. die zweimalige

s id |o |o; Ausfiihrung ergibt die Identitdt id . AuBer der Gruppe selbst und der

G o |id |os trivialen Untergruppe Gy ={id} gibt es die drei Untergruppen

o1 o, o ld G5 :{id, 05}, G7:{id, 07}, G11 :{id, 011} .

Andere echte Untergruppen, abgesehen von der trivialen Gy , gibt es in G(K;2) nicht.

Fixkorper der Untergruppen

1) Durch id und o5 wird neben den Zahlen aus Q die imaginire Einheit i= &’ identisch auf sich
abgebildet , denn 65(&’) = £'°= &> Damit werden durch die Elemente von Gs ={id, o5} alle
komplexen Zahlen der Form a +bi auf sich abgebildet, wobei a, b beliebe rationale Zahlen aus Q
sind. Diese Teilmenge in der Menge der Vierer ist beziiglich der Addition/Subtraktion und
Multiplikation/Division abgeschlossen und bildet ein Modell des Zahlkorpers Q(i) . Es ist der
Fixkorper der Untergruppe Gs . Er ist der kleinste Korper im Korper der komplexen Zahlen, der i
enthilt und wird zu Ehren seines Entdeckers Gauss scher Zahlkorper genannt.

2) Durch id und 6; wird die primitive 3-te Einheitswurzel e; =&*=-1% + 1 V3 i identisch auf sich
abgebildet , denn 6,(&*) = £**=£*. Damit werden durch die Elemente von G; ={id, ;} alle
komplexen Zahlen der Form a + b e; auf sich abgebildet, wobei a, b beliebe rationale Zahlen aus Q
sind. Die Menge dieser Zahlen bildet den Zahlkorper Q(e;) . Er entsteht durch Adjunktion von e; zu
Q und ist der Fixkorper von G5 . Er ist der kleinste Korper im Korper der komplexen Zahlen, der die
dritte Einheitswurzel e; =-% + % V3i enthilt.



3) Durch id und oy, wird die reelle Zahl 2§ - §3 =<3 identisch auf sich abgebildet , denn
onRE-&)=2&"- P =287+ =28 -8+ & =-& +2¢ . Damit werden durch die Elemente
von Gy ={id, o1} alle reellen Zahlen der Form a +b <3 auf sich abgebildet, wobei a , b beliebe

rationale Zahlen aus Q sind. Die Menge dieser Zahlen bildet den Zahlkorper Q(‘l3 ) . Er entsteht
durch Adjunktion von V3 zu Q und ist der Fixkorper von Gy  Er ist der kleinste Korper im Korper
der reellen Zahlen, der V3 enthilt.

Fixkorper der galoischen Gruppe G(K,) ist ist der Grundkdrper Q,
Fixkorper der trivialen Untergruppe Giq ist der Erweiterungskorper K, = Q(§) .

Hauptsatz der Galois’schen Theorie

Alle Elemente, die unter den Automorphismen einer Untergruppe von G(K;,) fix bleiben, bilden einen
Unterkorper in K, und umgekehrt gibt es zu jedem Unterkorper von K, eine Untergruppe in G(K;5).
G; ist die Galois’sche Gruppe der Erweiterung von Q(i) auf K, .

G- ist die Galois’sche Gruppe der Erweiterung von Q(e;) auf K, .

G ist die Galois’sche Gruppe der Erweiterung von Q(‘/3) auf K, .

Die Faktorgruppe von G(K;,) /Gs ist die Galois’sche Gruppe des Unterkorpers Q(i) .
Die Faktorgruppe von G(K;,) /G7 ist die Galois’sche Gruppe des Unterkdrpers Q(es) .
Die Faktorgruppe von G(K;,) /Gy, ist die Galois’sche Gruppe des Unterkorpers Q(‘/3) .

Aussagen zum Grad der erzeugenden Gleichungen:

G(Ky) hat 4 Elemente <==> K, wird liber Q durch die Losung einer Gleichung 4.Grades erzeugt.
Die Koeffizienten der Gleichung sind aus Q .

G; hat 2 Elemente <==> K, wird liber Q(i) durch die Losung einer Gleichung 2.Grades erzeugt .
Die Koeffizienten der Gleichung sind aus Q(i) .

Die Faktorgruppe von G(K;,) /Gs hat 2 Elemente <==> Q(i) wird {iber Q durch die Losung einer
Gleichung 2.Grades erzeugt . Die Koeffizienten der Gleichung sind aus Q.

Analoge Aussagen hat man fiir G; in bezug auf Q(e;) und Q sowie fiir G; in bezug auf Q(‘/3) und Q.

Gleichung fiir alle Einheitswurzeln in K, , Zerfillungskorper

Jedes 12-te Einheitswurzel ist eine Nullstelle des Polynoms x'*—1 .

Dies Polynom ist das Produkt folgender irreduziblen , d.h. in Q nicht weiter zerlegbaren Polynome:
Ql=x-1, Q2=x+1, Q3=x*+x+1, Q4=x*+1, Q6=x"—x+1, QI2=x*-x*+1.

Die Nullstellen dieser Polynome sind primitiven Einheitswurzeln der Ordnung 1, 2, 3, 4, 6 bzw.12.
Die Ordnungen der Einheitswurzeln sind die Teiler von 12. Daraus ergibt sich

x2-1 = QI1*Q2*Q3*Q4*Q6*Q12, denn die 12-ten Einheitswurzeln sind genau jene, die einen
Teiler von 12 als Ordnung haben.

Das Produkt Q3*Q4*Q6*Q12= (x'%-1)/(x>-1) = x® +x*+ x*+1 hat im Grundkérper Q keine Nullstelle,
zerfillt jedoch in Ky, vollsténdig in Linearfaktoren.

Der Korper K, ist der kleinste Zahlkorper iiber dem Grundkérper Q, in welchem das Polynom x'-1
vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. K, ist durch diese Eigenschaft strukturell bestimmt. In dieser
Sicht nennt man K, den Zerfdillungskorper von x'%2 —1 iiber Q.

Gleichung fiir erzeugenden Elemente der Erweiterung K;,= Q(&)

Die Gleichung 4.Grades fiir erzeugende Elemente eines Modells des Korpers K, iiber Q ist
x'-x*+1=0. Sieist die in Q irreduzible Kreisteilungsgleichung fiir 12-te Einheitswurzeln .
Thre Losungen sind &, &°, &7, &'" .

Gleichungen fiir erzeugenden Elemente der Unterkorper

QGi): x*+1=0. Ihre Losungen sind iund —i .

Q(e3) : x*+x +1 =0. Ihre Losungen sind e3=-% + % \31i, e5’=-% - 1% \31.
Q(‘/3): x> =3 = 0. Thre L3sungen sind V3 und 3 .



Gleichungen mit Losungen#0inQ: x-1=0, x+1=0.
Die Losungen 1 bzw. -1 erzeugen keine Erweiterung von Q .

Gleichungen fiir erzeugende Elemente von K, als Erweiterung von Q(i)
x* =3 =0. mit den Lésungen V3 und V3 .
oder zB. x> +x +1 =0 mit den Losungen e; =-% + % V31, ey’ =-% - % \31.

Gleichungen fiir erzeugende Elemente von K;; als Erweiterung von Q(e;)
x* =3 =0. mit den Lésungen V3 und V3 .
oder z.B. x> +1 =0. mit den Losungen i und -i .

Gleichungen fiir erzeugende Elemente von Kj; als Erweiterung von Q(‘l3)
x*+1 =0. mit den Losungen i und -i .
oder zB. x> +x +1 =0 mit den Losungen e; =-% +%\31i, ey’ =-1% -%\3i.

Anwendung einer Faktorgruppe zur Konstruktion eines Unterkorpers

Die Elemente der Faktorgruppe G(K,,) /Gs sind die Nebenklassen {id, o5 }, {57 ©11}.
Deren Anwendung auf i =& ist wohldefiniert, denn sie ist nicht abhingig vom gewihlten
Reprisentanten aus der betreffenden Nebenklasse, und ergibt hier i bzw. -i .

Die Elemente der Faktorgruppe G(K;,) /G sind die Nebenklassen {id, o7 }, {05 . G11}.
Deren Anwendung auf e; =&* ist wohldefiniert und ergibt e; bzw. e;’ .

Die Elemente der Faktorgruppe G(K;,) /Gy, sind die Nebenklassen {id, oy, }, {05 . G7}.
Deren Anwendung auf V3 =2& - & ist wohldefiniert und ergibt Y3 bzw. V3

Konstruktion von K;; aus einem Unterkorper
Ki2= Q()(N3) , d.h. Adjunktion von V3 zu Q(i) ergibt Ki;
Untergruppe Gs, Gleichung x> -3 =0, erzeugendes Element V3 , o5(N3) = -3 .

Ki2 = Q(i)(e3) , d.h. Adjunktion von e; zu Q(i) ergibt K,
Untergruppe Gs, Gleichung x” +x +1 =0, erzeugendes Element e3 , os(e3) = e3’ .

Ki2= Q(es)(V3) , d.h. Adjunktion von ¥3 zu Q(es) ergibt K,
Untergruppe G7, Gleichung x* -3 =0, erzeugendes Element \3, 67("/3) =3 .

Ki2 = Q(es)(i) , d.h. Adjunktion voni zu Q(e;) ergibt K,
Untergruppe G-, Gleichung x*+1 =0, erzeugendes Element i, o;(i)=-1i .

Kp= Q(‘l3)(i) , d.h. Adjunktion voni zu Q(‘l3) ergibt Ky,
Untergruppe Gy; , Gleichung x*+1 =0, erzeugendes Elementi, oy,(i)=-1 .

Ki2= Q(3)(e3) , d.h. Adjunktion von e; zu Q(V3) ergibt Kj;
Untergruppe Gy , Gleichung x* +x +1 =0, erzeugendes Element e3 , oy(e3) = €3° .



